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DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Entre las muchas funciones que has visto en este curso y en el anterior, con
frecuencia han aparecido funciones en las que se describia la posicién de un moévil al
variar el tiempo.

De ellas, una de las més sencillas es la del movimiento uniformemente acelerado.
Aqui la tienes de nuevo.

Un tenista da un fuerte raquetazo a una pelota verticalmente hacia arriba.
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La altura de la bola en funcién del tiempo, obedece a la ecuacion: a = 30t — 5t>

Y queremos saber la velocidad que lleva 2 segundos después del golpe.
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Podriamos calcularla aproximadamente, representando la grafica de la funcion,
trazando la tangente y calculando su pendiente, pero este método ademéas de que
requiere tener previamente la grafica de la funcion, es poco preciso.

Intentaremos de hacerlo de forma mas comoda y exacta.

¢ Como calcular la derivada de una funcién en un punto a partir de su expresion analitica?
Es decir, ¢;como averiguamos la pendiente de la tangente a una curva sin necesidad de trazarla?
Recta tangente y rectas secantes
A

/

La recta t es la tangente de la curva en el punto P.

La recta r; es secante a la curva, pues la corta en dos puntos, P y P,. También son secantes
r2y 13, Y In.

Todas ellas pasan por P y por un segundo punto cada vez mas cercano a P. Y, en teoria,
podriamos seguir trazando rectas que corten a la curva, ademéas de en P, en puntos cada vez
mas proximos a él:

PI, Pz, P3, P4, P5, ey Py

Cuanto més proximo a P sea P,, mas pequefio sera el angulo que forme la recta
correspondiente con la tangente t. por eso decimos que:

t es el limite de las rectas r, cuando P, P>

Veamos el siguiente ejemplo:
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Como observaras
la pendiente de
sies3lade
s2es2,5 lade

sn es 2,2 todas
van disminuyendo
hasta llegar a
hacerse el valor de
la pendiente de la

tangente que es 2.

La pendiente de

las secantes

tienden a hacerse

la pendiente de la

tangente; cuando

cada uno de los

puntos estd mas

{Pen 3) 51 y=3x-2
; ; cercade P

P,—>P
Secante — Tang.

}lir% Pend.Secantes = Pend.Tang

o fG R~ fCer)

h—0 /x1/+ h —/x{

}lir% Pend.de las Secantes = Pend.Tang.
LGt — )

y fGx+h) —f(x)
m--—-—--
h—0 h

RESOLUCION DEL PROBLEMA INICIAL

Vamos a calcular la derivada de la funcion a =30t -5t en el instante 2, es decir, la pendiente

= Pend.Tang.

= Pend.Tang.=V.Instantanea = f'(x)

de la recta t tangente a la curva en el punto P. Y lo vamos a hacer aproximandonos a t mediante

rectas r que, ademas de pasar por P, pasan por otro punto P, de la curva.
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Ampliando el sector correspondiente al punto P:
45 : :

40

La pendiente de la recta r es la velocidad media de la pelota en el intervalo (2; xi).

Calculemos la velocidad media en intervalos de este tipo, cada vez mas pequefos:

T.V.M.[2;3] = [R-f@) _ 45740 _ 5 _ 5 recordar que3es=2+1 porloquef(3)=f(2+h) | h=1

3-2 3-2 1
T.V.M.[2;2,5] = f(Z;;:];(Z) = 432"755__240 = % = 7,5 recordar que 2,5 es = 2+0,5 por lo que f(2,5) = f (2+h) | h=0,5
T.V.M.[2;2,1] = ﬂz;i:’;(z) = 402'?15__;0 = % = 9,5 recordar que 2,1 es = 2+0,1 por lo que f(2,1) =f(2+h) | h=0,1
T.V.M.[2;2,01] = [@OD-7(2) _ 400995-40 _ 0095 _ g 95 recordar que 2,01 es = 2+0,01 por lo que f(2,01) | h=0,01

2,01-2 2,01-2 0,01

=f(2+h) ( h—»0)

Observa que las velocidades medias que se han obtenido, se van acercando a 10 ¢Seré el
valor de f ’ (2)? Para verlo, habra que calcular el limite de las velocidades medias cuando
el intervalo tiende a 0.

o f@ER —f@) L [30.24R) = 5.2+ )]~ 40 _
RS (2+h) —2  noo 2+h) -2 -
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(60 + 30h — 20 — 20h — 5h?) — 40 ~ 10h — 5h% )
= lim = lim————— = 1im(10 — 5h) = 10
h—0 h h—0 h h—0
f(2+h)—f(2)

T.V.M.[2;2+h] =

2+h)—2

Efectivamente, como suponiamos, f* (2) = 10

Por ser la derivada, f '(2), el limite de las velocidades medias cuando el intervalo de éstas
tiende a 0, se llama velocidad instantanea.

Hemos resuelto asi el problema planteado en el margen introductorio: la velocidad de la
pelota a los 2 segundos de ser golpeada hacia arriba es de

GENERALICEMOS ESTOS CONCEPTOS:

Derivada de una funcién a partir de su expresion analitica:

Para obtener la derivada de una funcidon en un punto a partir de su expresion analitica,

debemos aproximarnos a la pendiente de la recta mediante pendientes de rectas secantes.

f(a+h) -

f(a+h)- f(a)

/

a a+h
Esto significa obtener las T.V.M. correspondientes a intervalos con un extremo en a y que

tienda a 0./ Por lo tanto, sera: f'(a) = lim [ath)=](@) _ iy [ath=/(@)
h—0 (ath)-a h—0 h

La derivada de una funcion en un punto es el limite de la T.V.M. cuando el intervalo

tiende a 0.

f’(a) = lim [@rR=](@) _ iy L@@ ) 5 derivada de una funcién en un punto es el
h-0 (a+h)-a h—0 h

limite de la T.V.M. cuando el intervalo tiende a 0. f'(a) = Lm(} w

Regla Practica: Para calcular el limite anterior en casos concretos, suele convenir
hacerlo, paso a paso, del siguiente modo:

1) Calcular f(a) y f(a+h)

2) Restarle f(a) a la expresion anterior: f(a+h) —f(a)

3) Dividir este resultado entre h: w

fla+h)—f(a)

4) Calcular elllinol del cociente .
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Ejemplo 1: Determinar: f "(2) de la funcidn: f(x)= 2 x -1 la férmula es:

li fla+h)—f(a)
im

h—0

h

entonces: f'(2) = %in(}

f2+h)-f(2)
h

1879 Determino f(2) con la funcién: f(x)= 2 x -1 reemplazo x por 2
*f(2)=2.2-1=4-1=3
Determino f(2+h) con la funcion: f(x)=2 x -1 reemplazo x por 2+h

*f(2+h)=2.(2+h)-1=4+2h-1=3+2h
299) Resto: f(2+h) —f(2) = 3+2h -3 =2h

3¢0) Reemplazo en la formula  f'(2) =1

lo tanto f"(2) =2

h—0

i [T

=lim
h—0

2h _ .. _
7—}115}2 =2 por

Ejemplo 2: Determinar: f "(1) de la funcion: f(x)= 3 x la férmula es:

ey — Tin Jlat)—f(@) CEIY — T
f(a) = }gr& o entonces: f'(1) }}i‘(}

h

fA+h)-f

18) Determino f(1) con la funcion: f(x)=3x reemplazo x por 1
f(1)=3.1=3
Determino f(1+h) con la funcion: f(x)= 3 x reemplazo x por 1+h
f (1+h) = 3. (1+h) =3 + 3h
29) Resto: f(1+h) —f(1)= 3+3h -3 =3h

3¢0) Reemplazo en la formula f'(1) = lim

lo tanto f "(1) = 3

h—-0

h

fA+h-f)

=lim
h—0

3h _ . _
7—}11:1(}3 =3 por

Actividad: Dadas las siguientes funciones determinar sus derivadas por definicién:

Funcion Determinar | Derivada en el punto Completar

a) f(X)=4x f'(2) 1) (2) = lim fC+h—f2) _
f2+h)= ... h~0 h

b) f(x) =-2x f (4) | ) 1 £(4) = lim f(4+ h) - f(4) L
f@+h)=.......... h~0 h

c) f(X)=-2x+4 f (1) f(1)=ceeeuennnns £(1) = lim f(A+h)—-f(1) .
f(1+h)= ... h~0 h

d) f(x)=x+4 £(3) f(3) =uuenen.n. £(3) = lim f(3+h)—f(3) _
f@G+h)= ... h=0 h

e)f(X):x2+2x f’(-l) f(-1)= ........... f’(—1)=1im f(_1+h)_f(_1)=m
F1+h)= e, h0 h
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